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Chapitre 2

Théoréme de Gauss

2.1 Définition

On considére plusieurs charges ¢;, les unes a l'intérieur du volume 7, les autres & I'extérieur.
— Si g; est a l'intérieur ; = £

€o’
— Si ¢; est a 'extérieur : ®; = 0.
Par conséquent, le flux du champ résultant a travers (S) n ’est dii qu’aux seules charges

intérieures a S :

o, = //E.ds = Z 4 charge intérieures unquement (2.1)

— €0
A

2.2 Loi locale et loi intégrale

Soit une surface (S) fermée, contenat une charge ) répartie uniformément dans le volume 7
qu’elle entoure, la densité volumique fant p. On a alors

@://SE%:%///(T)MTZ% (2.2)

Cette écriture constitue la forme intégrale du théorégle de Gauss. Le théoréme de la
divergence permet d’écrire par ailleurs : & = [/, Fods= IJ]. divEdr

De ces relations, on déduit la forme suivante pour le théoréme de Gauss divﬁ = ;% elle
désigne la loi locale du théoréme de Gauss.

2.3 Equations de poisson et de Laplace

En présence d’une densité volumique de charge, on peut écrire les deux lois locales :

E - —gradV, (2.3)
dvE = 2 (2.4)

€o

—

= div(—gradV) = L (2.5)

€0
—Av+L =0 équation de Poisson (2.6)

€o

Dans le vide on AV = 0 (équation de laplace).
Exemples d’application



1. Déterminer le champ électrique et le potentiel électrique créés par un fil rectiligne infini
chargé d'une densité linéique A.

2. Déterminer le champ électrique et le potentiel électrique réé par une sphére chargée
d’une densité volumique p uniforme.

Résultats

1. La distribution de charge est invariante par rotation autour du fil et par translation
paralléle au fil : le potentiel et champ ne peuvent donc dépendre des coordonnées

cylindre ¢ et z.

V =V(r), ﬁ = —gradV = —Cfl—vé}
r

Le champ électrique est donc radial. pour calculer le champ en M, on peut choisir
comme surface fermée d’intégration (S) un cylindre de révolution autour du fil, de rayon
r et de hauteur h (surface de gauss).

FIGURE 2.1 — surface de Gauss pour un fil rectigne infini

Le fluix sortant par les bases étant nul, on a

@—743%—// Eds—E// ds = 2nrhE (2.7)
() (Slat) (Slat)

Gint /\h
= -— 2 . 8
> o (2.8)

Le théoréme de Gauss s’écrit done

h —
orrhE = M o B o A (2.9)
€0 2meor
Le potentiel en M se déduit de B par
—
E = —gradV = dV = —Edr (2.10)

Dou V =— [ Edr = —ﬁlrwwkcste
Les lignes de champ sont des droites radiales, et les surfaces équatipotentielles des
cylindres coaxiaaux de revolution autour du fil.

2. Par suite de la symétrie sphérique, on peut considérer que V = V/(r) et par conséquent
que

E = —gradV = —C;—Vé} (2.11)
r

est radial d’une part, et ne dépend que de r d’autre part.



FIGURE 2.2 — Surface de Gauss pour une symétrie sphérique

— Champ a P'extérieur : OM > R

Soit (S7) la surface de Gauss passant par le point M extérieru (sphére de rayon r) on

a .

%Eemtds - Eezt % - 47Tr2Eext
s (s1)

Z Qint 4 R’p
€0 N 360

Le théoréme de Gauss donne donc

Ar R3 R
P Eemt = P

Anr®E,,, = 5Cr
€0 3eqr

— Champ a l'intérieur : OP < R

Soit (S3) la surface de Gauss passant par le point P intérieur ( sphére de rayon r). On

a encore s
Qint  ATr7p
Eipids = 4mr*Eyy,, E .
o €0 3€0
On a d’apreés le théoréme de gauss FEij,, 36(;177«

Calcul duﬁpotentiel o

Le champ E étant radial, dV = —E.dr = —FEdr

A TDextérieur, on a :

pR® [dr  pR?

=—+C

V:?ac - - Ee:c dr = — —
! / var 360 72 3607"

r—o00,V—=-0=0C=0
A Vintérieur

2
‘/int - - /Emtd’l“ = —3£ rdr = _ﬂ + 02

€0 660

La continuité de V' & la surface de la sphére donne

pR* _ pR? PR’
= Cy = Cy =
360R 6€ (&) G 2T 260
pR2 T2
Vint = 5— |1 = 553
" 2 { BRQ}

Autre méthode

)\dzPM
dE =
47T€0PM3

— —
PM:%+OM:7“U — ztly, PM =+/r?+ 22

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)



Les composantes du champ total s’écrivent alors

+oo by
E, = / d—
— 0o 47'('60 (7’2+22)§

Posons
z da dz
tana = — = 5 = o
T cos? « T

T T
z—)—oo,a—>—§ z—>+oo,0z—>§

Les composantes du champ peuvent étre calculées en posant

rdo
z=rtana, dz= Vr2 422 =

cos? o’ coS v

M

E. —A / cosada:4>\

4megr x

Dou E = =21

2megr T

2.4  Dipole électrostatique : Potentiel et champ crées

2.4.1 Définition du dipdle électrostatique

(2.16)

(2.17)

On appelle dipole électrostatique le systéme constitué de deux charges ponctuelles opposées
—q et +q situées respectivement aux deux points A et B distants de a et tels que a = AB soit

trés petite devant les autres distances envisagées

2.4.2 Moment dipdlaire

On définit le moment dipolaire par le vecteur

? = qE = qaitap

(2.18)

On peut noter que q est toujours la valeur absolue de la charge et que ? orienté de la charge

négative vers la charge positive.

L’ unité de cette quantité est donc, dans les unités du systéme international, le coulomb meétre
(C.m) compte tenu des ordres de grandeur, on préfére souvent donner les moments dipolaires

en debye de symbole D, 1D = 3.336.1073°C.m



2.4.3 Potentiel électrostatique crée par un dipoéle

Le potentiel crée en M par les deux charges ponctuelles (—q) et (4+q)
s’écrit, d’aprés le principe de superposition on a

—q q
M) = 2.1
V(M) 4reg AM + dmeg BM (2.19)
q 1 1
_ _ 2.20
47eg (BM AM> ( )

On se place en coordonnées polaire d’origine O dans un plan contenant le point M et la droite
(AB) sans perdre en généralité du fait de la symétrie autour de cette droite. On obtient

2

AM? = <A5+OM}> — A0 + OM? + 240.0MM (2.21)
2

5 Q a
- N, P 2.92
T+ 1 + 7“2(:050 (2.22)

2
e P . 2.2
r(+4r2+r0059 (2.23)
1 1 a® a )

ST R 2.24
~ AM r(+4r2+rcose) (2.24)

Comme le point M est loin de la distribution, on a < r et on peut effectuer un
développement limité de la relation précédente :

1 1 a a
— (1= = 2.2
AM r( 2TCOSG+O<7‘>) (2.25)
De la méme maniére, on obtient
1 1 a a
B =5 (1580 +0 (3 (2.26)

Ce qui permet d’obtenir ’expression du potentiel dans le cadre de ’approximation consédérée
( au premier ordre)

q a a
V(M) = (14 5-cos6 — 1+ 2= cost) 2.7
(M) dmegr + 2r €08 + or o8 ( )
gacos 6
= 2.28
4regr? ( )
5 OM
Or ga = P et Pcos = P.g3;
V) — BOM  POM
 d7meg(OM)3  4meg(OM)3
2.4.4 Champ électrostatique crée par un dipdle
On déduit I'expression du champ électrostatique du potentiel a partir de la relation
= —gradV et de 'expression obtenue pour le potentiel
V(M) = %. En coordonnées polaires
oV 2pcosf oV psinf
E,=——"—==""" = =Z—_ 2.29
or 4megr3 o ror  4mwegr3 ( )
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